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ROBUSTESSE DE LA STABILITÉ GLOBALE ASYMPTOTIQUE
DES ÉQUILIBRES POUR LES SYSTÈMES DYNAMIQUES
DISSIPATIFS PERTURBÉS
MOHAMMED AMINE HAMRA
Résumé. Nous présentons dans ce papier des résultats théoriques pour la théo-
rie des perturbations régulières des systèmes dynamiques dissipatifs. Plus pré-
cisément, nous voulons démontrer que la stabilité d’un équilibre globalement
asymptotiquement stable, persiste sous de petites perturbations du champ de
vecteurs.
Considérons le système dynamique suivant
∆ǫ :
.
x= f(x(t), ǫ),
où f : (Ω ⊂ Rn) × [−ǫ0, ǫ0] → R
n sera supposée continûment différentiable par
rapport à x ; et continue en ǫ, elle vérifie donc les hypothèses du théorème de
Cauchy-Lipschitz qui assure l’existence et l’unicité d’une solution maximale xǫ(x0, t)
de ∆ǫ vérifiant xǫ(x0, 0) = x0. Supposons que le système non perturbé
∆0 :
.
x= f(x(t), 0)
admet un point d’équilibre x∗ globalement asymptotiquement stable. Sous des hy-
pothèses de dissipativité uniforme par rapport au paramètre de perturbation, le
théorème 6 montre que l’équilibre x∗ persiste sous de petites perturbations du
champ de vecteurs ∆0, plus exactement, pour ǫ suffisamment petit, il existe un
équilibre x∗ǫ globalement asymptotiquement stable et proche de x
∗.
Rappelons quelques définitions et théorèmes de base des systèmes dynamiques
utiles pour la suite.
Définition 1. Un champ de vecteurs linéaire L ∈ L(Rn) est hyperbolique si aucune
valeur propre ne rencontre l’axe imaginaire. L’indice de L est le nombre de ses
valeurs propres à partie réelle négative.
Lemme 2 ([1, Proposition 2.18]). Si L ∈ L(Rn) est un champ de vecteurs hyper-
bolique alors il existe un voisinage V ⊂ L(Rn) de L tel que tous les T ∈ V ont le
même indice que L.
Définition 3. SoitΩ un ouvert de Rn. Un ensemble des conditions initialesK0 ⊂ Ω
est dit absorbant pour le système dynamique
.
y= f(y) défini sur Ω si pour toute
partie bornée K de Ω il existe un temps fini t0 = t0(K) tel que y(t,K) ⊂ K0 pour
tout t>t0.
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Définition 4. Un ensemble A est un attracteur global d’un système dynamique
.
y= f(y) défini sur Ω si A est une partie compacte, invariante, et ω(B) ⊂ A pour
tout ensemble borné B.
De cette définition, il est clair que l’attracteur global contient tous les ensembles
limites, et si un attracteur global existe, il est unique.
Théorème 5 ([3, Theorem 1.1]). Soit
.
y= f(y) un système dynamique défini sur
un ouvert Ω ⊂ Rn. On suppose que ce système admet un ensemble absorbant borné
K0 ⊂ Ω, alors ω(K0) est l’unique attracteur global dans Ω.
On désigne par d(x,A) = inf{d(x, y) : y ∈ A} la distance de x ∈ Rn à l’ensemble
A ⊂ Rn. B(x, r), B¯(x, r) représentent respectivement la boule ouverte et la boule
fermée de centre x et de rayon r .
Nous pouvons maintenant énoncer le résultat suivant :
Théorème 6. Supposons que le système ∆ǫ est dissipatif uniformément par rapport
à ǫ. Supposons que le système non perturbé ∆0 admet un point d’équilibre x
∗ glo-
balement asymptotiquement stable dans Ω et localement exponentiellement stable.
Alors il existe une constante positive ǫ∗ 6 ǫ0 assez proche de 0 telle que ∆ǫ possède
un équilibre unique x∗(ǫ), globalement asymptotiquement stable dans Ω pour tout
ǫ ∈ [−ǫ∗, ǫ∗].
Démonstration. Puisque le système ∆ǫ est uniformément dissipatif par rapport
à ǫ, il possède un ensemble compact K ⊂Ω uniformément absorbant. D’après le
Théorème 5, l’ensemble oméga limite ωǫ(K) = Aǫ ⊂ K est l’unique attracteur
global dans Ω pour tout ǫ ∈ [−ǫ0, ǫ0], où ωǫ(.) désigne les ensembles oméga limites
relatifs à ∆ǫ.
Soient η > 0 fixé, B¯(x∗, η/2) la boule fermée de centre x∗ et de rayon η/2 et soit
x(x0, t) la solution de l’équation ∆0 qui passe par x0 au temps t = 0. Le point
d’équilibre x∗ est globalement asymptotiquement stable pour ∆0 dans Ω, donc il
existe un temps fini Tη tel
(0.1) x(Ω, t) ⊂ B¯(x∗, η/2), ∀t > Tη.
D’autre part, par la dépendance continue de la solution par rapport aux conditions
initiales et aux paramètres (i.e la solution xǫ(x0, t) est uniformément continue sur
Ω × [−ǫ0, ǫ0]) et par le fait que Tη est indépendant de ǫ, il existe ǫˆ(η) tel que pour
tout ǫ ∈ [−ǫˆ, ǫˆ]
(0.2) d(xǫ(x0, Tη), x(x0, Tη)) < η/2, ∀x0 ∈ K.
En utilisant l’inégalité triangulaire, avec (0.1) et (0.2), nous obtenons alors
d(xǫ(x0, Tη), x
∗) 6 d(xǫ(x0, Tη), x(x0, Tη))
+ d(x(x0, Tη), x
∗) < η.
Donc,
(0.3) xǫ(Aǫ, Tη) = Aǫ ⊂ B(x
∗, η),
pour tout ǫ ∈ [−ǫˆ, ǫˆ], puisque Aǫ est invariant.
D’autre part, puisque l’équilibre de ∆0 est localement exponentiellement stable, la
matrice Jacobienne Df(x∗, 0) de ∆0 au point d’équilibre x
∗ est Hurwitz, et donc,
son rang est maximal. D’après le théorème des fonctions implicites il existe, un
voisinage ouvert U de x∗, une constante ǫ1 > 0 et une application ǫ ∈ [−ǫ1, ǫ1] 7→
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x∗(ǫ) ∈ U continue telle que x∗(0) = x∗ et x∗(ǫ) est un point d’équilibre pour ∆ǫ.
Soit Jǫ = Df(x
∗(ǫ), ǫ) la matrice Jacobienne de ∆ǫ au point d’équilibre x
∗(ǫ). Le
développement limité de Jǫ au voisinage de ǫ = 0 nous donne
Jǫ = J0 +O(ǫ),
où J0 = Df(x
∗(0), 0) = Df(x∗, 0).
Comme le spectre de la matrice Jacobienne Jǫ dépend continument de ǫ, le Théo-
rème des fonctions implicites affirme qu’il existe ǫ2 > 0 tel que l’indice de Jǫ est
le même que l’indice de J0 pour tout ǫ ∈ [−ǫ2, ǫ2]. Donc, l’indice de l’équilibre
perturbé x∗(ǫ) est maximal. D’après le théorème de Hartman-Grobman, il existe
un voisinage B(x∗(ǫ), rǫ) de x
∗(ǫ) tel que toute courbe d’une solution de ∆ǫ avec
| ǫ | 6 min{ǫ0, ǫ1, ǫ2} partant de B(x
∗(ǫ), rǫ) tend vers l’équilibre hyperbolique x
∗(ǫ).
Par continuité de x∗(ǫ), il existe ǫ3 et une constante r0 > 0, telle que
B(x∗, r0) ⊂
⋂
| ǫ |<ǫ3
B(x∗(ǫ), rǫ),
étant entendu que, d’après l’attractivité de l’équilibre x∗, le minimum de rǫ est
strictement positif. Par (0.3), il existe ǫ4(r0) tel que pour tout ǫ ∈ [−ǫ4, ǫ4],
Aǫ ⊂ B(x
∗, r0).
Soit | ǫ | 6 ǫ∗ = min{ǫ0, ǫ1, ǫ2, ǫ3, ǫ4}.
Comme Aǫ ⊂ B(x
∗, r0), toute trajectoire initialisée dans Ω entre dans B(x
∗, r0)
en temps fini. Mais il est clair que pour tout ǫ ∈ [−ǫ∗, ǫ∗], toute solution est dans
une des boules B(x∗(ǫ), rǫ) et converge vers x
∗(ǫ) lorsque t tend vers l’infini. ce qui
achève la démonstration. 
Le corollaire suivant reprend les résultats du théorème dans le cas des systèmes
définis dans le cône positif avec une hypothèse supplémentaire assurant que l’équi-
libre du problème perturbé ne tend pas vers le bord quand ǫ tend vers zéro.
Corollaire 7. Supposons satisfaites les hypothèses du théorème (6) avec Ω ⊂ Rn+.
Si de plus, le système ∆ǫ est uniformément persistant et que l’équilibre x
∗ du sys-
tème non perturbé ∆0 est positif, alors il existe une constante positive ǫ
∗ 6 ǫ0 assez
proche de 0 telle que ∆ǫ possède un équilibre unique x
∗(ǫ), globalement asymptoti-
quement stable dans Ω qui soit positif, pour tout ǫ ∈ [−ǫ∗, ǫ∗].
Nous voulons maintenant montrer une limite uniforme de la solution d’un sys-
tème dynamique dissipatif sur un intervalle infini.
Corollaire 8. Sous les hypothèses du théorème 6, il existe ǫ∗∗ ∈ [0, ǫ0] tel que pour
tout η > 0, pour tout ǫ ∈ [−ǫ∗∗, ǫ∗∗],
d(xǫ(x0, t), x(x0, t)) < η,
pour tout t > 0.
Démonstration. Soit η > 0 fixé. Puisque x∗ est un équilibre globalement asympto-
tiquement stable pour ∆0, il existe un temps fini θ1(η) tel que
d(x(x0, t), x
∗) 6
η
3
pour tout t > θ1(η).
D’après le Théorème 6 il existe un équilibre x∗(ǫ), O(ǫ)-proche de x∗, et donc il
existe ǫ1 < ǫ0 tel que pour tout ǫ ∈ [−ǫ1, ǫ1]
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d(x∗(ǫ), x∗) 6
η
3
.
Le même théorème montre qu’il existe ǫ∗ > 0 tel que x∗(ǫ) est globalement asymp-
totiquement stable pour ∆ǫ. Il en résulte qu’il existe un temps fini θ2(η) > 0 tel
que
d(xǫ(x0, t), x
∗(ǫ)) 6
η
3
pour tous t > θ2 et − ǫ
∗ < ǫ < ǫ∗.
Soit T = max{θ1, θ2}. Alors,
d(xǫ(x0, t), x(x0, t)) 6 d(xǫ(x0, t), x
∗(ǫ)) + d(x∗(ǫ), x∗) + d(x(x0, t), x
∗)
6
η
3
+
η
3
+
η
3
= η , ∀t > T et | ǫ | < min{ǫ1, ǫ
∗}.
Dans l’intervalle fini [0, T ], par la dépendance continue de la solution par rapport
aux paramètres [2, Théorème 2, P 84], il existe ǫ2 < ǫ0 tel que pour tout ǫ ∈ [−ǫ2, ǫ2]
d(xǫ(x0, t), x(x0, t)) < η.

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